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摘　要：提出了一种新阈值函数．新阈值函数连续性良好，且高阶可导，可进行各种数学处理，提高了阈值的自适应

能力．在新阈值函数的基础上，利用自适应方法对信号进行消噪处理，选取最优阈值参数，达到最优的消除噪声

效果．
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１　引言

在信号采集传输的过程中，周遭环境的噪声干

扰，使信号质量下降，造成信号的失真．要复原原始的

有用信号，必须去除信号中叠加的噪声干扰成分，因

此信号消噪成为了信号处理中的重要内容．最常用的

信号消噪方法是小波阈值去噪．但是，由文献［１２］可

知，小波阈值去噪中硬阈值函数在阈值点处不连续，

而经过软阈值函数处理的信号与真实信号之间存在

着恒定的偏差，使传输的信号失真．这些缺陷限制了

小波去噪的进一步应用．针对这些缺点，本文提出了

一种新阈值函数．与文献［３４］相比，新阈值函数连续

性良好，且高阶可导，可进行各种数学处理等后续工

作，提高了阈值的自适应能力，这些优点为信号进行

自适应去噪提供了可能．在新阈值函数的基础上，利

用小波分析与自适应学习相结合的方法对信号进行

消噪处理，此方法能选取最优阈值参数，得到真实信

号的一致估计，达到最优的消噪效果．

２　小波阈值去噪

２．１　基本描述

设

狔（狋）＝狓（狋）＋δ狀（狋） （１）

为一维含噪声信号模型．

式中，狔（狋）＝［狔０（狋），狔１（狋），…，狔犖－１（狋）］
犜表示被污染的

含噪声信号，狓（狋）＝［狓０（狋），狓１（狋），…，狓犖－１（狋）］
犜表示真

实信号，狀（狋）＝ ［狀０（狋），狀１（狋），…，狀犖－１（狋）］
犜 表示噪声

信号．
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δ为此噪声的噪声强度，当δ＝１时，所加噪声

为服从犖 ０，σ（ ）２ 分布的高斯白噪声，本文针对δ＝１

时的情况进行分析．

信号去噪的目的是去除含噪信号狔（狋）中的噪

声信号狀（狋），得到所期望的真实信号狓（狋）．从数学

角度讲，是从狔（狋）中获得在使均方误差（ＭＳＥ）达到

最小的狓（狋）的最佳逼近．ＭＳＥ的数学定义为

犑（^狓，狓）＝
１
２
犈‖^狓－狓‖＝

１
２∑
犖－１

犻＝０

犈 （^狓－狓）２

（２）

式中，^狓＝犳（狔）是真实信号狓的估计，犳（·）为估计

算子．

由上述内容，小波阈值去噪数学描述如下：

λｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎ
λ∈犜

‖λ（狋）－狓（狋）（ ）‖

狔ｏｐｔ＝λｏｐｔ（狋），″ｏｐｔ″代表最优解

狔（狋）＝狓（狋）＋狀（狋）

犐＝ 狔狔（狋）｛ ｝为含噪信号

犠 ＝ｓｐａｎφ犑，犽 ψ犼，（ ）犽 犑
犼＝｛ ｝１

犜＝ λλ为犐→犠｛ ｝

烅

烄

烆 的函数空间映射

从信号角度讲，是对含噪信号进行滤波，将去噪

过程可以看成是低通滤波器滤波的过程［５］．但经过

小波去噪后的信号能保留真实信号绝大部分特性，

因而，它要优于一般意义上的基于傅里叶变换的低

通滤波器滤波．其流程如图１所示．

图１　小波去噪的流程图

２．２　小波阈值去噪

进行小波阈值去噪，首先将式（１）离散化处理，

有下式：

狔（犽）＝狓（犽）＋狀（犽），犽∈犖 （３）

再进行离散小波变换，如下式：

ω狔（犼，犽）＝ω狓（犼，犽）＋ω狀（犼，犽） （４）

犼＝０，１，２，…，犑；犽＝０，１，２，…，犖

式中，ω狔（犼，犽）是含噪声信号在犼尺度下点犽位置的

分解小波系数，ω狓（犼，犽）为真实信号在犼尺度下点犽

位置的分解小波系数，ω狀（犼，犽）表示噪声信号在犼尺

度下点犽位置的分解小波系数，犑为小波变换最大分

解层数，犖为信号长度．

其次，对ω狔（犼，犽）、ω狓（犼，犽）、ω狀（犼，犽）阈值化处理，即

小于设定阈值的小波系数置零，大于设定阈值的被保

留［５］．在小波域中，ω狓（犼，犽）较大，而ω狀（犼，犽）较小．要想

使去噪效果好，就必须选取适当的阈值参数．若阈值偏

小，将残留噪声小波系数，去噪后的信号会掺杂噪声干

扰，影响去噪效果；若阈值偏大，部分真实信号的小波

系数会被滤掉，导致信号失真［６］．因此，阈值的选取至

关重要．本文利用自适应算法选取阈值．

最后一步是利用经阈值化处理的小波系数进行

小波逆变换，经重构，得到去噪信号．

２．３　新阈值函数的提出

软、硬阈值函数消噪方法为传统的小波阈值去

噪方法．

硬阈值函数为

ω^犼，犽 ＝
ω犼，犽，　 ω犼，犽 ≥λ

０，　
｛ 其他

．

软阈值函数为

ω^犼，犽 ＝
ｓｇｎ（ω犼，犽）（ω犼，犽 －λ），　 ω犼，犽 ≥λ

０，　
｛ 其他

．

式中，ω犼，犽为小波系数，^ω犼，犽为ω犼，犽的估计值，λ为阈

值参数．

对应函数图像如图２、图３所示．两个函数均选

取阈值参数λ＝３．

图２　硬阈值函数图像

图３　软阈值函数图像

硬阈值函数法可以很好地将信号的尖峰特性保

留下来，但由函数图像易知，硬阈值函数在阈值点λ

和－λ处不连续，很容易使重构信号在奇异点附近

２８
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产生震荡，产生ＰｓｅｕｄｏＧｉｂｂｓ现象；软阈值函数较

之硬阈值函数具有良好的连续性，经其处理的重构

信号相对光滑，但当小波系数超出 －λ，［ ］λ 区间时，

ω^犼，犽与ω犼，犽产生恒定偏差，致使重构信号均方误差较

大，逼近程度略差，导致信号失真．针对上述缺陷，本

文构造出新阈值函数：

ω^犼，犽 ＝
ω犼，犽 １＋２ｅ

α（－ω犼，犽－λ
）
＋ｅ－

２αω犼，［ ］犽

（１＋ｅα
（－ω犼，犽－λ

））（１＋ｅα
（－ω犼，犽＋λ

））
（５）

式中，ω犼，犽是小波系数，^ω犼，犽是估计值，λ是阈值，α是

可调正参数．下面对函数

犳（狓）＝
狓１＋２ｅα

（－狓－λ）＋ｅ－
２α［ ］狓

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））
（６）

进行讨论．

图４（ａ）～（ｄ）为λ＝３，α分别为１、１０、１００、１

０００的情况下对应的函数图像．

由上述图像可知，本文中的新阈值函数为折衷

（ａ）λ＝３，α＝１

（ｂ）λ＝３，α＝１０

（ｃ）λ＝３，α＝１００

（ｄ）λ＝３，α＝１０００

图４　不同取值下的函数图像

的函数，且随着α的增大，新阈值函数逐渐逼近理想

的阈值函数．对函数进一步考察：

ｌｉｍ
狓→＋"

犳（狓）

狓
＝ｌｉｍ
狓→＋"

１＋２ｅα
（－狓－λ）＋ｅ－

２α狓

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））

＝
１
１

＝１，

ｌｉｍ
狓→－"

犳（狓）

狓
＝ｌｉｍ
狓→－"

１＋２ｅα
（－狓－λ）＋ｅ－

２α狓

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））

＝ｌｉｍ
狓→－"

ｅ２α狓＋２ｅα
（狓－λ）＋１

ｅ２α狓＋ｅα
（狓＋λ）＋ｅα

（狓－λ）＋１

＝１，

也即

ｌｉｍ
狓→"

犳（狓）

狓
＝１．

当狓＞０时，

　 ｌｉｍ
狓→＋"

犳（狓）－（ ）狓

＝ ｌｉｍ
狓→＋"

狓 １＋２ｅα
（－狓－λ）＋ｅ－２α［ ］狓 －狓 ｅ－２α狓＋ｅα

（－狓＋λ）＋ｅα
（－狓－λ）＋［ ］１

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））

＝ ｌｉｍ
狓→＋"

ｅα
（－狓－λ）－ｅα

（－狓＋λ）

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））

＝０．

同理当狓＜０时，ｌｉｍ
狓→－"

犳（狓）－（ ）狓 ＝０，也即

ｌｉｍ
狓→"

犳（狓）－（ ）狓 ＝０．

由上述过程可以得出，新函数^ω以^ω＝ω为渐近

线．ω→ "

时，^ω无限接近ω，从而解决软阈值方法中

ω^与ω一直存在恒定偏差的问题．且α值越大，逼近

速度越快．由图４，当α＝１０００时，函数图像已经十

分标准，故本文中选取α＝１０００．

３　自适应消噪

３．１　自适应消噪结构

消噪结构如图５所示．此结构由以下三部分构

成：首先是对含噪声信号进行正交小波变换，把原始

信号分解到小波域；中间是对小波域各个尺度上的

３８
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信号进行阈值消噪，与此同时，利用自适应算法求取

最优的阈值；最后一部分是进行正交小波逆变换，获

得最终消噪信号．该结构各部分由通道连接，连接通

道数由小波变换的最大分解尺度决定．由于经过变

换后的各尺度上的信号是相对独立的，各个通道也

是相对独立的［７］，这使得各通道最终的阈值允许有

差别．对于函数：

犳（狓，λ）＝
狓１＋２ｅα

（－狓－λ）＋ｅ－
２α［ ］狓

（１＋ｅα
（－狓－λ））（１＋ｅα

（－狓＋λ））．

式中，狓表示输入信号，狋表示阈值．

图５　自适应结构

３．２　基于梯度的自适应学习算法

由于只有含噪信号是己知量，误差估计只得由

它来实现［８］．据此特点，这里采用基于梯度的自适应

算法来对均方误差进行估计．根据式（１），定义函数

犵（狔）＝犳^（狔）－狔 （７）

式中，犵＝［犵０，犵１，…，犵犖－１］．

当犵（狔）可微时，有ＭＳＥ：

犈 ‖^犳（狔）－狓‖２＝

犖＋犈 ‖犵（狔）‖２＋２!狔·犵（狔｛ ｝） （８）

式中，
!狔·犵（狔）＝∑

犖－１

犻＝０

犵犻
狔犻

对狔的无偏估计（ＳＵＲＥ）定义为

犑ＳＵＲＥ（λ）＝

犖＋‖犵（狔）‖２＋２!狔·犵（狔） （９）

式中，λ是阈值函数．

由式（７）、式（９）可知，式（９）是对 ＭＳＥ的

ＳＵＲＥ，其梯度：

犑ＳＵＲＥ（λ）

λ
＝

∑
犖－１

犻＝０

犵犻·
犵犻
λ
＋２∑

犖－１

犻＝０

犵犻·

２
犵犻

狔犻λ
（１０）

式中，犵犻＝犳（狔犻，λ）－狔犻，阈值函数犳（狔，λ）也是式

（５）中的阈值函数．这样就可求得学习步长：

Δλ犽 ＝η·
犑
λ λ＝犽

（１１）

式中，η为学习率，在λ犽＋１≥０的情况下进行取值，则

存在关系式：

λ犽＋１＝λ犽－Δλ犽 （１２）

式中，λ犽＋１、λ犽为第犽＋１次和第犽次阈值．

阈值参数初值取λ０＝σ犽狏 （２ｌｏｇ犖）／槡 犖 ．其中

σ犽狏是噪声层次估计值，犖信号长度，算法收敛标准

是：Δλ犽／λ犽＜ε→０
［７８］．

４　仿真验证

对一段含有白噪声信号用软硬阈值方法和新阈

值函数进行仿真实验，通过去噪效果的仿真来验证

新阈值函数去噪算法的有效性．再利用小波与自适

应学习相结合的方法对新阈值函数进行信号消噪处

理仿真，来验证新方法的最优性．仿真实验中，取λ

＝σ ２ｌｇ（犖槡 ）／ｌｎ（犼＋１），其中犼为分解尺度，σ是噪

声信号标准差，通常是未知的，根据ＤＯＮＯＨＯ中值

估计，σ的取值由下式
［９１０］可得．

σ＝
ｍｅｄｉａｎ（狑犼，犽 ）

０．６７４５
（１３）

从图６、图７仿真结果中可以看出，新阈值函数

去噪效果要优于软硬阈值法，不仅消除了伪吉布斯

现象，而且还抑制了信号失真．表１给出了这几种方

法的ＳＮＲ和ＭＳＥ，通过对比表格数据，新阈值函数

的信噪比是硬阈值函数的１．９０９２０９倍，是软阈值

函数的２．５５５２３６倍，新阈值函数的误差是硬阈值

函数０．６２５８２６倍，是软阈值函数的０．４４８６６倍．应

用自适应方法后的效果更佳，其信噪比是新阈值函

数小波去噪的１．１９１９９３倍，是硬阈值函数的

２．２７５７６４倍，是软阈值函数的３．０４５８２５倍，其误

差是新阈值函数的０．９０５３３４倍，是硬阈值函数的

０．５６６５８１倍，是软阈值函数的０．４０６１８７倍．更突

出地说明了新阈值函数去噪的优越性．且通过对比

可得知，新阈值函数在自适应算法下的去噪效果能

达到最优．

图６　新阈值函数与软硬阈值函数去噪结果对比

４８
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图７　新阈值函数自适应阈值与软硬阈值函数去噪对比

表１　几种方法的ＳＮＲ和ＭＳＥ

使用方法 ＳＮＲ／ｄＢ ＭＳＥ

原始含噪声信号 １．９０８６ ４７４５７７．６１４５

硬阈值函数方法 １１．１７７３ １６３２５７．６３０２

软阈值函数方法 ８．３５１４ ２２７７２４．５００２

新阈值函数方法 ２１．３３９８ １０２１７０．８５０５

新阈值函数自适应阈值方法 ２５．４３６９ ９２４９８．７３５１

５　结束语

本文为克服传统阈值去噪方法的缺点，提出了新

阈值函数．通过仿真实验对比，验证了采用新阈值函

数去噪能得到很好的消噪效果，为了进一步提高信噪

比，达到最优的去噪效果，本文又提出了将小波变换

与自适应学习相结合的算法应用到新阈值函数的去

噪中，实验证明，新阈值函数去噪效果能达到最优．
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